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式を立てる 

図 5-1の上のように、断面積がＳ

0、底から上辺までの高さがｈの円筒

形の水タンクを考えてみます。 

このときタンクの底の位置を原点

として鉛直上向きに正のｙ座標を設

定しておきます。水が満タンの時 

ｙ＝ｈ 

となります。また、この水タンクに

は、水の出るコックが底の側面右に

ついていて、そのコックの断面積が

ｓだとします。 

コックを開いて水を出している

時、この水タンクの水面の高さが ｙ 

だったとして、コックから飛び出す

水の速さ vはどうなるのでしょう。

ちょっと考えてみることにします。 

図 5-1 の下のように、断面積が s

で幅がΔｘの円筒形をしている水で

できた小物体 Aを考えます。このと

きこの小物体 Aには、図 5-2のよう

に左から水の圧力からくる力Ｆが、

A が飛び出すまで一定の力でかかる

と仮定します。Δｘというのは「ほ

んのちょっとの幅ｘ」ということで

この程度の移動で、水の圧力が変化

することは無視できるとします。 

これが、Δｘの「肝（きも）」です。

つまりΔｘの間は、一定の力で変化

が起こっているという考えで、こう

やって「微分形Δ」の式を作ってい

くのです。 

ここで水の圧力ｐ（１ｍ2当たりの

力）は 

p=ρｇｙ 〔N/m2〕 

と書けます。ここでρは水の密度

（1m3当たりの質量 kg）です。 

また小物体 Aに加わる力 Fは 

 F=Ps 

とあらわすことができます。 

ｖ 

s 

ｙ 

0 

図 5-1 

y 

S0 

小物体Ａ 
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上の黒板を見ながら、鉛筆で式を初めから書いてみましょ

う。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

排水口の断面積を 

蛇口にある小物体 A について考える。A は幅

がΔx、断面積がｓの微小な円筒型であり水

で作られている。 

 

 

 

 

図 2 のように小物体 A を左から水の圧力ｐ

による力 F でΔx だけ押したとすると、その

仕事分だけ A は運動エネルギーを獲得する。 

FΔx =  ｍｖ2 

ここで F=pｓ また p=ρgｙ 

水 A の質量ｍは m=ρsΔx 

これらを代入して 

    ρgｙsΔx=   ρsΔxv2 

よって 

     ｇｙ=   v2  

v = √2gy ・・・① 

Δx 

s 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

放水の速さＶ 

左の黒板の講義を読んでみてくだ

さい。物理の基本的なことが分かっ

ている人は理解できると思います。 

 結果は、タンクの蛇口から放水さ

れる水の速さｖは水面の高さ yの√

に比例していることが分かります。 

 すると、時間がΔｔ の間に水タン

クの水がΔy だけ減少したとして、

下の流れに沿って鉛筆で式を作って

みましょう。 

 

①Δｔの間でどれだけ放水されます

か？蛇口の断面積ｓと水の速さｖと

水の密度ρとを使って答えなさい。 

 

 

 

 

②一方でΔｔの間にタンクの水はΔ

ｙだけ下がります。体積としてはど

れだけ減少しますか。 

 

 

 

③ ①とρ×②は等しいことを使っ

て、式を作りなさい。 

 

 

 

④ 左の黒板の結果ｖを代入してみ

ましょう。 
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上の黒板を見ながら鉛筆で式を書きＡ式を求めてみましょう。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

微分方程式 

A 式を導けた人は、かなり数理的

な感覚が身についた人です。こうい

った問題は難関大の入試問題などに

も出題されますが、こういう問題を

正面から考えられる人になってほし

いという、大学側からのメッセージ

なのでしょう。 

 さてＡ式の左辺は何を意味してい

るか分かりますか。そうです。「１ｓ

当たりｙがどれだけ減少している

か」つまり、タンクの水面が減少し

ていく速さを意味しています。つま

り、求めたかった水面の減少スピー

ドが式で表されたことになります

ね。 

 しかし、このＡ式はどのようにし

て解けばいいのでしょう。 

 

方法① 解析的に解く 

 数学の先生は、これを皆さんがよ

く使う２次や３次の方程式や指数関

数といった既知の関数に置き換える

ことをすると思います。これを「解

析的に解く」といいます。でも、微

分方程式の中でうまくその方法で解

けるのはそんなに多くありません。

それでも、大学に入るといろんな関

数が開発されてきたことを学びま

す。（理数系の学部ひょっとして数理

経済学にも出てくるかもしれませ

ん。）このテキストの最後のほうに、

Ａ式を解析的に解く方法を書いてお

きました。興味がある人は見てみる

と面白いと思います。 

 

方法② コンピュータで解く 

 「きみろん Comp」はコンピュー

ターを君の研究の強力な道具として

使うための基礎をやっています。こ

のＡ式をコンピュータで解く方法も

開発されていてオイラー法と呼ばれ

ています。もっと精度を上げる方法

もあってルンゲ＝クッタ法と呼ばれ

る方法もあります。 

Δｙ ｓ 

Δｔ Ｓ0 

dy 

dt 

タンクの水が減った分、放水されるわけだか

らΔｙ＜０を考慮して 

ρΔｙＳ0=ーρsvΔt 

ここで①式を代入して 

ρΔｙＳ0=ーρs 2gy Δt 

 

= ー    ２gy ・・・A 

 

Ａ式のΔ（delta）をどんどん小さくしていっ

た極限をｄと書くことにするとＡ式は 

 

           = - γ 2gy  … Ａ 

 

とまとめることができる。（γ＝ｓ／Ｓ0） 

このような微分形を含む方程式を一般に「微

分方程式」と呼んでいる。 
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ⅆ𝑦

ⅆ𝑡
= −𝛾√2𝑔𝑦 

  

 

数式を書く 

ここでコンピュータ上にどうやっ

てきれいな数式を書くかという問題

に触れておきます。 

この問題は長い間コンピュータの

課題となってきました。これまでワ

ードでも数式をスラスラ書くことは

できませんでした。現在、理系の人

が論文を書くときは、数式の書ける

LaTeX (ラテフ、ラテック) というフ

リーソフトを使います。名前が少し

ずつ進化していて、今は LaTeX2ε

（ラテフ２イプシロン）と言われた

りしています。実は物理のテキスト

MizoPhysicsⅠⅡは、この TeX（テ

フ）で書かれています。LaTeXは、

はじめ TeX（テフ）と呼ばれていた

のです。現在も、アメリカの数学学

会の論文は LaTeX でないと受け付

けないそうです。1978年に数学者の

ドナルド・クヌースが、最初に数式

の組版システムとして発表した TeX

が発展し今の LaTeX2ε になってい

るそうです。行列式などをきれいに

書くことができ優れているのです

が、書くときはプログラムのように

書いていくので、慣れない人は「ひ

えーっ」という感じだと思います。 

高校の数学や物理の先生は、数研

という教科書会社が出した「スタデ

ィエイド DB」というソフトでプリ

ントを作っている人が多くなりまし

た。これは、すらすら数式と日本語

が境界なく書けるので、本当に助か

っています。このソフトも中に TeX

が入っているらしいです。 

さて、最近ワードも数式を書くの

が少し楽になりました。それは、「イ

ンク数式」というソフトが入ったこ

とと、もう一つ、なんと「LaTex」が

使えるようになったのです。まず、

インク数式は、数式をマウスで手書

きすると、きれいな数式に直してく

れるものです。左に図で説明しまし

たのでやってみてください。 

ワードを立ち上げ、数式を挿入したい部分をクリック

して、カーソルがちかちかなるようにします。 

「挿入」のリボンから「π数式」の右側の▼を選び・・・ 

 

これがインク数式の紙です。マウスで式を書きます。

消しゴムで修正したり、変換が違う文字だけ囲んで書

き直すとかできて楽しいです。 

下のほうにある「インク数式」をクリックします。 
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ⅆ𝑦

ⅆ𝑡
=—𝛾√2𝑔𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

LATEX IN WORD 

手書きも面白いのですが、最近 WORD

で使えるようになった LaTeX は魅力的で

す。大変美しい数式が書けます。それを図

で紹介しています。左の図の流れを追って

読んでください。高校生で LaTeXはちょっ

とおしゃれです。 

数学オリンピックの日本代表になった

早川先輩は、妹に質問された「イオの噴火

の初速度問題」が引っかかり、京大医学部

の試験会場でも考えていたそうです。 

宮崎に帰ってくるなり、僕（Mizo-T）の

所に来て、「イオの噴火初速度問題」につい

て質問してきました。準備していた解答（君

たちはまだ見ていません）をみせると、解答の

一番論理的に弱いところを質問してきま

した。「それは僕もわからない」というと

「証明してみます」と帰っていきました。

彼が京都に立つ直前に、二人で「イオの噴

火初速度問題」について再び話し合いまし

た。結局僕の解答の正しさは、早川君が証

明してくれたのですが、そのとき彼が証明

をした論文は LaTeXで書かれていました。 

LaTeXに興味がある人は、ネットで調べ

てみてください。数式だけならワードを使

ってすぐ書けるようになりますよ。 

WORDで LaTeXを使うとこうなる 

上の数式入力枠を「挿入」→「π数式」から出します。文章を書いている途中だと、キーボード入力

のほうが楽な時があります。そのときは「半角」にして「ALT」を押しながら「Shift」押して「＋」

と「＝」を同時に押します。指が足らんがねー！！スゴ技です。ちなみに何回かしないと出てこない

場合があります。 

「数式ツール」の「デザイン」を開くと上のようになります。左側に「LateX」がありますね。これをク

リックして・・・・ 

と LaTeXの文体で書いて最後 ENTERキーを押すと 

となります。まあ、分数は fraction とか忘れたらネット

で「LateX 数式」で検索すればいいのでこっちはなかな

かのスピードかもしれません。￥はキーボード「ろ」のと

この「＼」（バックスラッシュ）が普通ですが￥としか出

てこないパソコンもあります。こっちも同じ意味です。（富

士通は￥と出てくる） 

ワ ト ソ ン と

クリック 

数式の右側をクリックすると、「二次元形式」というの

が出てきます。二次元とは一行の中に納まらない「カッコ

イイ」普通の式のことです。一行形式だと 

dy/dt=γ√（2gy）といったダサイ形になります。 
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図 5-3 

この式はワードから

張り付けました。 

実験ラボを作る 

「お風呂問題」の微分方程式 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑡
=－𝛾√2𝑔𝑦 

をオイラー法で解いてみましょう。

まず図 5-3のような実験ラボを作り

ましょう。グラフの目盛りは固定し

ておきます。もちろんどれだけの時

間で空になるかはわかりません。実

際は適当に時間を決めてグラフを作

っておき、実験結果から目盛のサイ

ズを変えていきます。 

 γはタンクの断面積 S0 と排出口

の面積 s との比です。実際は自分の

家のお風呂を計測しておく必要があ

ります。𝑔は重力加速度です。 

 オイラー法の計算で出てくる数値

を入れるところには、適当にダミー

の数値を入れておきます。 

 オイラー法については、左の黒板

に書いておきました。一回しっかり

読んでおきましょう。 

オイラー法とは 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=－𝜸√𝟐𝒈𝒚 

のような微分方程式のｄをΔに変えて、例えば 

Δｔ＝0.1sという微小な時間間隔でｙの変化

Δｙがどれぐらいの大きさになるか 

Δｙ＝‐γ ２ｇｙ Δｔ 

の式から数値的に求めていきます。 

例えばｔ＝０のときにｙ＝１m だったとする

とそこからΔｔ＝0.1s 経った時はγ＝0.01

として 

  Δｙ＝－0.01×√(2×9.8×１)×0.1 

        =-0.0044m 

 するとΔｔ＝0.1s 後の水の高さｙは 

  ｙ＋Δｙ＝1-0.0044=0.9956m 

次にΔｔだけ経った時はｙ＝0.9956m とし

て同じ計算をします。こうやってΔｔ秒後のｙ

を次々と数値計算していく方法です。 
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プログラムを書く 

まず変数の定義がまとめて書いて

ありますね。『はやく教えてほしかっ

た』と思いますが、いきなりこれを

書くと、意味が分からない人が出て

くるので…ごめんなさい。 

 次に文字にセルの値を読み込ませ

ます。 

 次にオイラー法の心臓部です。 

△y=－γ√(2gy)×Δt 

を計算して、その結果を再び 

y＝y＋Δy 

t＝t＋Δ t 

と新しいyと tに入れていますね。

そしてそれを、グラフを作るデータ

表に順番に入れていくようにしてあ

ります。つまり Δt ずつしか進まな

いアリのようなもので、そのときの

タンクの減り具合 Δy を計算して、

タンクの新しい水面の高さを計算し

て、また Δt 進むということをして

いるわけです。 

DoEvents はここでグラフを描

きなさいという意味でした。 

さて次の 

 

If y < 0.001 Then 

  n = 100 

End If 

 

というのはどういう意味でしょ

う。周りと話してみてください。 

まず F8 で少しずつ動かしながら

バグ（プログラムのミスのこと。バ

グはプログラムに住みつく虫の意味

です。）を取り除いていきます。うま

くいきそうなら、▶で走るようにし

て、最後スタートボタンと、リセッ

トボタンを自分で考えて作りましょ

う。 
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オイラー先生！書き過ぎっ 

オイラー法を発見したオイラーは 1707 年ス

イスに生まれています。1700年代、コンピュー

ターもない時代に、こんな方法を発見すること

自体すごいことですが、一方で、「一つ一つ計算

してみたんかい？」とツッコミも入れたくなり

ます。 

 彼はウィキペディアによると、「人類史上最

も多くの数学の論文を書いたと言われ」現時点

で 886篇の論文が確認されているそうです。こ

れらの総量は 5万ページを超える量で、1911年

から刊行が始まった彼の全集は、100年以上た

った今もまだ未完成で、刊行し続けているそう

な。オイラーもすげーが、印刷屋も負けてませ

んな。 

 このオイラー法に対しては、よく「精度がい

まいちだよね。」と偉そうに言う知ったかぶり

がいます。次のページにこの微分方程式を解析

的に解いてみましたので、興味がある人は、ど

のぐらいずれているか研究してみても面白い

と思います。その後 1900 年になって、より精

度の高い微分方程式の近似解法であるルンゲ

＝クッタ法が発見されます。この時にも、まだ

コンピューターは発明されていませんでした。 

図 5-4 STARTで 1mの高さの水面が下がっていく。 
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微分方程式の世界 

一方で、コンピューターのなかっ

た時代には、微分方程式を解析的に

解く方法の研究が続きました。 

 しかし、左の黒板のようによく知

られた関数に置き換えられる微分方

程式は限られていました。 

 そこで、逆の発想も生まれたので

す。例えば 

𝑥2
ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
+ 𝑥

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ ሺ𝑥2 −𝑚2ሻ𝑦 = 0 

という微分方程式は解析的に解くこ

とができません。それならこの関数

だったらこの微分方程式を満たすこ

とができるという関数を探せばいい

んじゃなかろうか、というアイデア

です。この例にあげた微分方程式の

解の一つである関数は「ベッセル関

数」といわれています。 

 1960年代になって、この関数が、

銀河系の回転速度を解析するのにつ

かわれ、その結果、銀河にはこれま

で人類が知らない未知の物質（ダー

クマター）があることが発見されま

す。数学の研究が、とんでもないも

のにつながっていったいいい例で

す。 

 それでは、いつ頃から微分方程式

の計算に本格的にコンピューターが

使われるようになったのでしょう。

それは、おそらく、ソビエト（現在

のロシア）が人類で最初にスプート

ニクという人工衛星を打ち上げた

1957年前後だと思います。 

 当時、科学技術や軍事力で世界の

覇者を自認していたアメリカにとっ

て、このスプートニク衛星の成功は

科学技術に関係する大きな転換点と

なりました。「スプートニクショッ

ク」と呼ばれています。社会主義連

邦であり、自分たちより「遅れてい

る」と思っていたソビエトが、先に、

人工衛星を成功させたのです。アメ

リカにとって大きな屈辱でした。 

解析的な解法 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=－𝜸√𝟐𝒈𝒚 

のような微分方程式を数学的に別の関数に置

き換えられる場合があります。これを解析的に

解くといいます。 

両辺にｄｔをかけます。 

    ｄy＝－βｙ1/2dt  (β＝γ√２ｇ) 

       y-1/2dy = -βｄｔ 

 両辺を積分します。 

     y-1/2dy = -β ｄｔ 

 

    ２ｙ1/2 = -βｔ＋C 

    ｔ＝０のときｙ＝１として C=２ 

    ２ｙ1/2 = -βｔ＋２ 

 両辺を二乗して 

     ４ｙ=(-βｔ＋２)2 

       y = (βｔ-２)2/４ 

𝒚 =
𝟏

𝟒
ሺ𝜷𝒕 − 𝟐ሻ𝟐 

 

これが解析的に求めた関数です。ｙはｔの二次

関数になっていることが分かります。 
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ルンゲ＝クッタ法の誕生 

B点の傾き０ 

NASA の前身であったラングレー

研究センターは戦前からあり、航空

機の理論研究を行っていました。航

空機の理論計算は、多くの微分方程

式を解く必要がありました。その方

法は、「計算手」といわれる人間達が

人力で、オイラー法で、ルンゲ・ク

ッタ法で計算したのです。その「計

算手」には、特に女性、その中でも

当時としては画期的な優秀な黒人女

性も白人女性にまじって採用されま

した。彼女たちは、大学出の数理系

の天才たちでした。この黒人女性の

物語は「ドリーム」という映画にも

なっています。そしてこの「計算手」

の人たちは「コンピュータ」と呼ば

れたそうです。 

こうして彼女たちの仕事は最初の

人工衛星、そして月へ向かうアポロ

計画へとつながっていきます。 

 

ルンゲ・クッタ法 

左に、「ルンゲ・クッタ法」を紹介

しています。ざっくりいうと、「オイ

ラー法」の精度をより上げた方法が

「ルンゲ・クッタ法」です。テキス

トでは、この「ルンゲ・クッタ法で

プログラムを組むことはしません

が、大まかな意味が分かってもらえ

ば OKです。 

 微分方程式は、一階微分だと 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑡
= −𝛾√2𝑔𝑦 

のように、求める解の接線の傾きし

か情報を与えません。その傾きだけ

を頼りに、解の曲線を描いていくの

が、数値計算法です。 

 オイラー法でも dt を小さくすれ

ばするほど精度は上がることになり

ます。しかし、計算量は膨大になり

ますね。ルンゲ・クッタ法は、その

得られる傾きの情報を、先取りして

平均するという方法で精度を上げて

いきます。 

 

dt 

dy 

A 

B 

dt 

dt 
A 

B 

平行移動 

dt 
A 

B 

dt 
A 

B 

① オイラー法で A点までう

まく解となる曲線の上を動い

てきたとします。次に右に dt

だけ言った時、A 点の接線の

傾きの情報しかありませんの

で、dy だけ上に行った B 点

に行ってしまいました。 

② すると B点でも、傾きの

情報しかもらえませんので、

実際の B点の傾き、この図で

は傾き０にしてある方向 Cに

行くことになります。このま

んまじゃずれが大きくなりそ

うです。オイラー法では、こう

いったことが起こらないよう

に dt を十分小さくする必要

があります。 

 

C 

 

③ それ以外の方法はあるの

でしょうか。ルンゲ・クッタ法

では、B 点に来た時の傾きベ

クトルを A点に前もって持っ

てきます。傾きの情報だけは、

一つ先の Bの傾きでも微分方

程式から手にすることができ

ます。 

C 

 

④ そしてこの AB ベクトル

と AC ベクトルの中間の傾き

の方向にｄｔだけ進むという

方法です。 

これは二次のルンゲ・クッタ

法と呼ばれています。現在コ

ンピュータの数値計算でよく

使われるのは４次のルンゲ・

クッタという方法です。 

C 

 


